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Kapitel 15

Eigenschaften elektronischer
(Dipol-) Uberginge

In quantenmechanischen Systemen wird das Auftreten von Ubergéingen zwi-
schen einzelnen Energieniveaus durch sogenannte Auswahlregeln bestimmt. Die-
se geben Auskunft, ob ein Ubergang zwischen zwei Energieniveaus unter Emis-
sion oder Absorption eines Photons moglich ist oder nicht. Dieses grundlegende
Phianomen haben wir bereits im Zusammenhang mit dem Auftreten von be-
stimmten Spektrallinien im Wasserstoffatom in Abschnitt 12.4 angesprochen.
In diesem Kapitel untersuchen wir nun allgemein unter welchen Umsténden ein
quantenmechanisches System von einem stationéren Zustand in einen anderen
tibergeht und leiten daraus die Auswahlregeln fiir die harmonische Oszillation
einer Ladung und fiir das Wasserstoffatom her.

Nach Abschnitt 9.4 existieren stationdre Zusténde nur dann, wenn das Po-
tential V' eines Systems nicht explizit von der Zeit abhingt. Befindet sich ein
solches System in einem stationdren Zustand v, = upe Frt/? verweilt es in
eben diesem Zustand ), solange es nicht gestort wird. Tatsédchlich ist die Le-
bensdauer in einem stationdren Zustand in jedem Fall durch die Wechselwirkung
des Systems mit den Vakuumfluktuationen des elektromagnetischen Feldes, die
zu spontaner Emission fithren, begrenzt. Desweiteren konnte das System durch
eine externe elektromagnetischen Welle (Strahlungsfeld) gestort werden, eine
Wechselwirkung die, wie wir bereits kennengelernt haben, zu Absorption oder
stimulierter Emission fiithrt. Diese Wechselwirkung kann man derart betrach-
ten, dass dem zeitlich konstanten Potential V', welches die Energieniveaus des
Quantensystems bestimmt, ein zeitlich oszillierendes Storpotential iiberlagert
wird. Auf die Wechselwirkung des quantenmechanischen Systems mit elektro-
magnetischer Strahlung werden wir hier eingehen. Dabei beschreiben wir das
Strahlungsfeld durch eine klassische elektromagnetische Welle. Diese Betrach-
tung nennt man daher auch semiklassisch. Strenggenommen muss jedoch auch
das Strahlungsfeld quantisiert werden, wie wir es beim harmonischen Oszillator
kennengelernt haben, ein Aspekt der im Rahmen der Quantenoptik diskutiert
wird.

Auch wenn die semiklassische Betrachtung einige experimentelle Beobach-
tungen, wie die spontane Emission, nicht erkldren kann, liefert sie trotzdem
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266 KAPITEL 15. ELEKTRONISCHE (DIPOL-) UBERGANGE

eine gute und einfache Vorstellung fiir einen Ubergang zwischen zwei stati-
ondren Zustdnden eines Systems. Wir werden sie daher weiterverfolgen und fiir
eine rein quantenmechanische Behandlung auf weiterfithrende Literatur (siehe
z.B. [10]) verweisen.

15.1 Oszillierende Ladungsverteilungen

Nach den Regeln der klassischen Elektrodynamik strahlt eine oszillierende La-
dungungsverteilung elektromagnetische Wellen ab. Dieses Konzept soll nun auf
eine quantenmechanisch beschriebene Ladungsverteilung angewendet werden.
Wir betrachten dazu ein Teilchen (Elektron) der Ladung ¢, dessen Zustand
durch die Wellenfunktion ¢ (x, y, z,t) beschrieben wird. Die Wahrscheinlichkeit,
das Teilchen (Elektron) zur Zeit ¢ im Volumenelement dV um den Punkt z, y, 2
anzutreffen ist [1(x,y, z,t)|>dV . Daraus resultiert eine Ladungsdichteverteilung
p(z,y,2,t), die gegeben ist durch

p(z,y, 2,t) = qlvo(z,y, z,t)|*. (15.1)

Die Integration iiber den gesamten Raum ergibt entsprechend die Ladung ¢

/ oy, 2, )dV = / alb(@,y, 2, )2V = q / W,y 2 ) 2AV = g, (15.2)

~~

=1

Nehmen wir nun an, das System befinde sich in einem stationéren Zu-
stand ¥s(x, y, 2, t). Folglich héingt dann die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdich-
te |vs(z,y, 2z, t)|? und damit die Ladungsdichte p(z,y, z,t) = qlvs(z,vy, z,t)|?
nicht von der Zeit t ab. Nach der klassischen Elektrodynamik wiirde ein solches
System demzufolge keine elektromagnetische Strahlung aussenden.

Wie in der Einleitung des Kapitels erwdhnt, nehmen wir jedoch an, dass
sich das betrachtete System zusitzlich in einem Strahlungsfeld befindet, das
durch eine klassische elektromagnetische Welle beschrieben wird. Zum Poten-
tial V, das nicht explizit von der Zeit abhingt, kommt dann ein Stoérpoten-
tial hinzu, das explizit von der Zeit abhingt. Es ist dann die zeitabhéngige
Schrodinger-Gleichung zu betrachten, deren Losungen in diesem Fall keine sta-
tiondren Losungen mehr sind. Bevor wir diese Berechnung in unserem semi-
klassischen Model durchfiihren, zeigen wir an den Beispielen eines quantenme-
chanischen harmonischen Oszillators und des Wasserstoffatoms, dass nichtstéti-
ondre Zusténde existieren, welche oszillierenden Ladungsverteilungen entspre-
chen. Ein System, das sich in einem solchen Zustand befindet, sendet dann
elektromagnetische Strahlung aus.

15.1.1 Der quantenmechanische harmonische Oszillator

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m und der Ladung ¢, welches eine har-
monische Schwingung in einer Dimension ausfiihrt und somit durch das Modell
des quantenmechanischen Oszillators beschrieben werden kann. Die stationéren
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Zustande 1, (x,t) eines solchen Teilchens sind gegeben durch
Un (2, t) = un (z)eEnt/M, (15.3)

mit u,(z) wie in (10.44).

Das Teilchen befinde sich nun in einem nichtstationdren Zustand ¢ (x,t),
der durch eine Linearkombination des Grundzustands o(x,t) und des ersten
angeregten Zustands i (x,t) beschrieben werden kann

Y(,t) = cotro(x, ) + et (2, 1) = coug(a)e” oM 4 cruy () 1/
= e iHot/h (couo(x) + clul(fﬂ)@fi(ErEO)t/h) ; (15.4)

wobei ¢y, ¢1 € R angenommen wird, damit das Skizzieren der Funktionen ein-
facher fillt'!. Wir konnten zum Beispiel explizit den einfachen Superpositions-
zustand mit ¢g = ¢ = 1/ /2 betrachten. Aus der Darstellung in der zwei-
ten Zeile in (15.4) ist ersichtlich, dass wir die Linearkombination (x,t) als
Produkt eines (physikalisch) unbedeutenden Gesamtphasenfaktors, der sich im
Absolutquadrat der Wellenfunktion nicht bemerkbar macht, mit einer Summe
auffassen konnen. Diese Summe besteht aus einem zeitlich konstanten Term und
einem mit der Frequenz w = (E1 — Ey)/h oszillierenden Term. Wir betrachten
nun diese Wellenfunktion ¢ (x,t) sowie die entsprechende Ladungsverteilung
p(x,t) = q|w(x,t)|? fiir drei unterschiedliche Zeitpunkte, zum Zeitpunkt ¢ = 0,
sowie nach einer halben (¢ = t) und nach einer ganzen Periode (¢t = t”) dieser
Oszillation:

a) Fir ¢ = 0 sind die Wellenfunktion ¢ (x,0) und die entsprechende La-
dungsverteilung p(z,0) = g|i(z,0)|* gegeben durch (vgl. Abb. 15.1 (a)
und (d))

¥(x,0) = couo(x) + crun (z), (15.5)
p(x,0) = gleguo () + crus (). (15.6)

b) Fiir ¢ = wh/(F1 — Ey) sind die Wellenfunktion ¢ (x,t') und die entspre-
chende Ladungsverteilung p(z,t') = q|v(z,t')|? gegeben durch (vgl. Abb.
15.1 (b) und (e))

w(flﬁ',t/) — COUO((L’)QiiEOﬂ./(El?EO) + C1U1 (x)efiElﬂ'/(Eleo)
= ¢~ Bom/(E1=Eo) (cqug () — cyuq (2)), (15.7)
p(x, ') = qlcouo(x) — cru (z)]?. (15.8)
c¢) Fiir ¢ = 2wh/(E1 — Ey) sind die Wellenfunktion ¢ (x,¢”) und die entspre-
chende Ladungsverteilung p(z,t") = gl (x,t")|* gegeben durch (vgl. Abb.
15.1 (c) und (f))
¢(x,t,/) — Couo(x)e—QiE(ﬂr/(El—Eo) + c1U1 (:U)e—QiElW/(El—EQ)
= e_QiEM/(El_EO)(couo(:L') + crur(z)), (15.9)
plz,t") = qleouo(x) + crug (). (15.10)
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b
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Abb. 15.1: Wellenfunktion ¢ (z,t) und entsprechende Ladungsver-
teilungen p(z,t) fiir die drei Zeitpunkte (a), (d) ¢ = 0, (b), (e)
t = ﬂh/(EleQ) und (C), (f) t = 27Th/(E17E0) fiir Co=1C = 1/ﬂ

Aus den Abb. 15.1 (d) - (f) wird ersichtlich, dass sich der Ladungsschwer-
punkt von rechts (¢t = 0) nach links (¢ = 7h/(E1 — Ep)) und wieder zuriick nach
rechts (¢ = 27h/(Ey — Ep)) bewegt. D.h. im betrachteten nichtstationiren Zu-
stand pendelt der Ladungsschwerpunkt hin und her mit der Schwingungsperiode
T = t". Die Kreisfrequenz der Schwingung betrigt w = 27 /T = (E1 — Ey)/h.
Wir untersuchen nun diesen Sachverhalt fiir zwei unterschiedliche Anfangs-
zustédnde etwas genauer.

Als erstes nehmen wir an, dass der Oszillator urspriinglich im Zustand n = 1
ist. Man kann sich dann vorstellen, dass er unter Emission eines Photons der
Energie hw = E1 — Fp in den Grundzustand n = 0 {ibergeht. Dieses Photon
kommt zum urspriinglichen Strahlungsfeld hinzu. Das Emissionsphdnomen kann
entweder durch die Vakuumfluktuationen hervorgerufen worden sein, in diesem
Fall spricht man von spontaner Emission, oder durch ein bereits existieren-
des Strahlungsfeld induziert worden sein, wobei man von stimulierter Emission
spricht.

Nun betrachten wir den zweiten Fall, in dem der Oszillator urspriinglich im
Zustand n = 0 ist. Er wird dann dem externen Strahlungsfeld ein Photon der
Energie iw = E1 — Ey entziehen und dabei in den Zustand n = 1 iibergehen.
In diesem Fall sprechen wir von Absorption elektromagnetischer Strahlung.

Diese Betrachtung impliziert, dass die Koeffizienten ¢y und c¢; in der Ent-
wicklung (15.4) des nichtstationédren Zustands (x,t) nach den beiden ersten

Tm Allgemeinen sind die Koeffizienten co und ¢; komplex, was zu einer zusétzlichen Phasen-
verschiebung fiihrt.
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Figenfunktionen des Hamiltonoperators von der Zeit abhéingen. Zum Beispiel
befindet sich im Fall der Absorption der Oszillator urspriinglich im Zustand
n = 0, d.h. vor dem Eintreffen der Stérung ist |co|?> = 1 und |¢1]? = 0. Wird
dann ein Strahlungsfeld der Frequenz w = (E; — Eyp)/h hinzugeschaltet, dann
nimmt die Wahrscheinlichkeit |c1|?, den Oszillator im Zustand n = 1 anzutref-
fen, von null ausgehend zu und umgekehrt die Wahrscheinlichkeit |co|?, den
Oszillator im Zustand n = 0 anzutreffen, von eins ausgehend ab.

Es sei bemerkt, dass wir aufgrund unserer Wahl des Zustands ¢ (x, t) durch
(15.4) den harmonischen Oszillator auf die niedrigsten zwei Zustdnde (Grund-
zustand und erster angeregter Zustand) beschrinkt haben, d.h. wir haben ein
sogenanntes Zwei- Niveau-System betrachtet. Im Allgemeinen wird der harmo-
nische Oszillator im Strahlungsfeld jedoch durch einen nichtstationédren Zustand
¥ (x,t) beschrieben, der als Linearkombination aller Eigenfunktionen v, (z,t) =
up (z)e”Ent/" des ungestérten Hamiltonoperators geschrieben werden kann

P(x,t) = covpo(z,t) + i (z,t) + ... + cntfn(x,t) + ... . (15.11)

In diesem Fall muss unser einfaches Modell entsprechend erweitert werden. Zum
Beispiel treten in einem angeregten Zustand (n > 0) Absorption oder stimu-
lierten Emission gleichberechtigt auf.

15.1.2 Das Wasserstoffatom

Als Beispiel fiir einen nichtstationdren Zustand (r, 9, ,t) fiir das Wasser-
stoffatom betrachten wir eine Linearkombination des 1s-Zustands und des 2p-
Zustands. D.h. es gilt

ﬂ)(ra 197 @, t) = 011/11’(]70(7", 197 P, t) + C2T,ZJ2,1,0(7“> 197 ©, t) (1512)

Analog zum quantenmechanischen harmonischen Oszillator kann man auch
hier zeigen, dass diese Linearkombination einem oszillierenden Ladungsschwer-
punkt entspricht. Die Schwingung erfolgt entlang der z-Achse mit der Frequenz
w = (B9 — E1)/h. Folglich ist es moglich, dass das Elektron des Wasserstoffa-
toms durch Absorption oder (stimulierter) Emission eines Photons der Frequenz
w = (Fy — F1)/h den Zustand wechselt. Die Frequenz w entspricht dabei dem
Energieunterschied (E2 — E7) der beiden beteiligten Zusténde geteilt durch das
Plancksche Wirkungsquantum #.

15.2 Semiklassische Berechnung der Absorption und
der stimulierten Emission

Im letzten Abschnitt haben wir an den beiden Beispielen quantenmechanischer
harmonischer Oszillator und Wasserstoffatom gesehen, dass ein quantenmecha-
nisches System (Teilchen, Elektron) in einem externen Strahlungsfeld seinen
Zustand aufgrund von spontaner oder stimulierter Emission oder Absorption
wechseln kann. Das Ziel ist es nun die zeitabhéngige Schrédinger-Gleichung fiir
ein Teilchen (Elektron) im Strahlungsfeld zu lsen und dadurch diese beiden
Vorgénge stimulierte Emission und Absorption zu beschreiben.



270

KAPITEL 15. ELEKTRONISCHE (DIPOL-) UBERGANGE

Fiir unsere semiklassische Berechnung treffen wir die folgenden Annahmen:

a)

Das externe Strahlungsfeld wird durch eine ebene elektromagnetische Wel-
le beschrieben mit Ausbreitungsrichtung entlang der z-Achse und E ||
x-Achse und B || y-Achse.

Der Einfluss des Magnetfelds B der elektromagnetischen Welle auf die
Bewegung des Teilchens (Elektrons) werde gegeniiber dem Einfluss des
elektrischen Felds E der elektromagnetischen Welle vernachlissigt. Diese
Annahme ist gerechtfertigt, wenn v/c < 1, was beim Wasserstoffatom fiir
kleine Werte der magnetischen Quantenzahl m; gegeben ist.

Im Gebiet, in dem sich das Teilchen (Elektron) aufhélt, betrachten wir
das elektrische Feld E der elektromangetischen Welle als homogen. Dies
ist erfiillt, wenn die Wellenléinge der Strahlung gross ist im Vergleich zum
Atomdurchmesser (~ 1 A), was fiir sichtbares Licht (A ~ 500 nm) schr
gut erfiillt ist.

Aufgrund des elektrischen Feldes E der elektromagnetischen Welle wirkt
auf das Teilchen der Ladung ¢ eine dussere Kraft Fj(¢) entlang der x-
Achse, die gegeben ist durch

F.(t) = qEp cos(wt), (15.13)

wobei Ey die Amplitude des elektrischen Felds E der elektromagnetischen
Welle und w deren Frequenz ist. Dieser Storkraft ldsst sich mit Hilfe der
Beziehung F,(t) = —0V'(x,t)/0x ein Stérpotential V'(x,t) zuordnen. Es
gilt

V'(z,t) = —qEox cos(wt). (15.14)
Wir nehmen nun an, dass das Stérpotential V'(z,t) so beschaffen ist,

dass das Teilchen (Elektron) vom stationdren Zustand v, (z,vy,z,t) in
den stationdren Zustand 1g(x,y, 2,t) libergeht, wobei

Valz,y,2,t) = ug(z,y, z)e_iE“t/h, (15.15)
Yg(x,y, 2, t) = ug(x,y, z)e_iEﬁt/h. (15.16)
Hier sind a bzw. 8 die Quantenzahlen, die den Zustand beschreiben. Nach
Abschnitt 15.1 erwarten wir, dass dies erfiillt ist, wenn hw = |Eg — E,|.
Ebenfalls nach Abschnitt 15.1 wahlen wir als Ansatz fiir den nichtstati-

ondren Zustand ¢ (x,y, z,t), in welchen das Teilchen (Elektron) durch die
Storung, bewirkt durch das Strahlungsfeld, iibergeht

¢($>y> Zat) = Cawa(x7y7 Zat) + Cﬂ¢6(fﬁay7 Zat)7 (1517)

wobei, wenn wir uns auf zwei mogliche Zustédnde beschrianken (2-Niveau-
Niherung), die folgende Normierungsbedingung gilt

lcal? + |es)® = 1. (15.18)
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Es sei bemerkt, dass bei einer Messung das Teilchen (Elektron) mit der
Wahrscheinlichkeit |c,|? im Zustand v, (7, y, 2z,t) oder mit der Wahr-
scheinlichkeit |cg|? im Zustand ¢5(z, y, 2, t), gefunden wird, wobei sich die
Mittelwerte von |cq|? und |cg|? in der Zeit &ndern (vgl. Abschnitt 15.1).
Zu keinem Zeitpunkt befindet sich das System also in einem Zustand, der
‘zwischen’ den beiden stationdren Zusténden ¥ (x,y, 2,t) und ¥5(z, y, 2, t)
liegt.

Wir berechnen nun ausgehend von diesen Annahmen die zeitliche Anderung
des Koeffizienten cg und damit die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeit
lcg|? das Teilchen (Elektron) im Zustand ts(z,y, z,t) anzutreffen. Mit Hilfe
von (15.18) ergibt sich daraus dann die zeitliche Anderung der Wahrscheinlich-
keit |cq|? das Teilchen (Elektron) im Zustand v, (z,y, 2, t) anzutreffen.

Fiir das ungestorte Teilchen (Elektron) ist der Hamiltonoperator H gegeben
durch

. h?

H= —%A—FV(x,y, z). (15.19)

Die entsprechende zeitabhingige Schrédinger-Gleichung lautet

ﬁw(% Y, 2, t) — ZHW

(15.20)
und wird durch die beiden stationéren Zustande 1 (z,y, 2,t) und 9g(x,y, 2,t)
gelost. Ebenfalls ist die Linearkombination ¢ (x,y, z,t), gegeben durch (15.17),
Losung der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung, da diese linear und homogen
ist.

Wir fiigen nun das zeitabhiingige Stoérpotential V'(z,¢) hinzu. Die neue
zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung lautet dann

op(x,y, 2, t)

(H + V' (z,t))p(z,y, 2,t) = ih 5t

(15.21)
Die stationdren Zusténde 1 (z,y,2,t) und ¢g(z,y, 2,t) sind dann aufgrund
der Zeitabhéngigkeit des Potentials keine Losungen der neuen zeitabhingigen
Schrodinger-Gleichung. Hingegen ist die Linearkombination ¢ (x,y, z,t), gege-
ben durch (15.17), eine Naherungslésung, wenn die Koeffizienten ¢, und cg eine
geeignete Zeitabhingigkeit haben. Wir &ndern daher unseren Ansatz (15.17)
insofern, dass wir den beiden Koeffizienten ¢, und cg eine Zeitabhingigkeit
hinzufiigen, d.h. es gilt

Y(x,y, 2,t) = calt)Palz, y, 2, 1) + ca(t)vs(2,y, 2, 1). (15.22)

Wie bereits erwdhnt, nehmen wir zuséitzlich an, dass sich das Teilchen vor dem
Einschalten der Storung im Zustand ¢, (z,y, 2,t) befindet, d.h. wir betrachten
die Anfangsbedingung

cat=0)=1, (15.23)
ca(t = 0) = 0. (15.24)
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Zur Berechnung der Zeitabhéngigkeit von cg gehen wir nun von der zeitab-
hingigen Schrodinger-Gleichung (15.21) aus und setzen unseren neuen An-
satz (15.22) fiir die Wellenfunktion ¢ (z,y, z,t) ein. Es ergibt sich

ca(t) Hipo(@,y, 2, 1) + cs(t) Hyg(a,y, 2, t)
+ ca(O)V' (2, ) alz, y, 2,1) + ca()V' (z, 1) s (2, y, 2, 1)
31/@(1‘,%2,1:) 31#6(937%2,75)

=il (ca(t)at + cﬁ(t)at>

dcp(t)

[ Ocalt
+m< Cat()wa(%yaz,t)—i- 5 w,@(:c,y,z,t)>. (15.25)

Da ¢o(z,y,2,t) und ¢g(z,y,2,t) Losungen der ungestérten zeitabhéngigen
Schrodinger-Gleichung (15.20) sind, kiirzen sich einige Terme gegenseitig weg
und wir erhalten

ca(t)V/(x, a(z,y, 2,t) + cg(t)V'(z, t)Ys(x, vy, 2, 1)

=ih (ac“<t> YolT,y, 2,t) + 8cﬁt(t) VYs(z,y, z,t)) . (15.26)

ot 0

Wir multiplizieren nun die Gleichung von links mit wg (x,y, z,t) und integrieren
iiber den gesamten Raum. Es ergibt sich

ca(t) / V5(z, 9, 2, OV (2, t) (2, y, 2,t)dV

+es(t) / B, 2 OV (2, sy, 2, £)dV

=1h

Jcq .
Cat(t) /wﬁ(w,y,z,t)wa(x,y,z,t)d‘/

=0

o
+ Cgt(t)/1/}2;(33,y;z,t)wg(x,y,z,t)dv . (15.27)

=1

Somit ergibt sich fiir die zeitliche Anderung des Koeffizenten cg(t) das folgende
Resultat

0
Cgt(t) :% <Ca(t)/¢E($,y,z,t)V/(:z,t)wa(%%Z’t)dv

+65(t)/wg(x,y,z,t)V’(x,t)z/Jg(a:,y,z,t)dV). (15.28)

15.2.1 Losung fiir schwache, streng monochromatische Strah-
lung

Wir berechnen nun die Losung dieses Ausdrucks fiir schwache, streng monochro-
matische Strahlung, d.h. wir betrachten ein Teilchen (Elektron) der Ladung ¢
im Strahlungsfeld, das die folgenden Annahmen erfiillt:
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1. Das Strahlungsfeld wird durch eine elektromagnetische Welle mit einer
genau definierten Frequenz beschrieben.

2. Das durch das Strahlungsfeld bewirkte Storpotential V'(z,t) ist so klein,
dass die Anderung von |c,|? und damit auch von |cg|? in der Zeit 1/w
sehr klein gegeniiber 1 ist. Diese Bedingung ist im Allgemeinen sehr gut
erfiillt, denn die intra-atomare? elektrische Feldstéirke ist von der Grossen-
ordung e/a? und damit viel grosser als die elektrische Feldstéirke in einer
Lichtwelle, die man unter gewdhnlichen Bedingungen antrifft.

w

. Die Storung ist so schwach, dass selbst nach sehr vielen Oszillationsperi-
oden T' = 27 /w immer noch ¢, ~ 1 und ¢g < 1 (vgl. mit den Anfangsbe-
dingungen (15.23) und (15.23)).

Damit vereinfacht sich (15.28) zu

Ocg(t 1 .
20 2 [45@02.0V @ o200
= Z,lhei(EfBEa)t/h/uf;(a:,y,z)V’(a:,t)ua(a:,y,z)dV. (15.29)

Mit V'(z,t) = —qEpx cos(wt) (sieche Gl. (15.14)) erhalten wir

Dep(t 1,
cgt( ) ~ —ﬁez(Eﬁ_Ea)t/tho cos(wt)/ug(m,y,z)mua(m,y, z)dV, (15.30)

=x8q

wobei xg, Matrizelement des Ubergangs a — f fiir lings der x-Achse polari-
sierter elektromagnetischer Strahlung genannt wird. Dabei gilt die Regel:

Wenn das Matrixelement zg, endlich ist, dann ist der Ubergang erlaubt und
wenn es verschwindet, dann ist er verboten.

Im Fall eines nichtverschwindenden Matrixelementes entspricht der Zustand
P(z,y,2,t) = ca®)alz,y,2,t) + cg(t)s(x,y, 2,t) einem oszillierenden La-
dungsschwerpunkt und im Fall eines verschwindenden Matrixelementes steht
der Ladungsschwerpunkt still. Die Bezeichnung Matrixelement riihrt daher,
dass man die moglichen Uberginge in einem System mit mehreren stationéren
Zusténden in der Form einer (hermiteschen) Matrix iibersichtlich darstellen
kann. Wir betrachten nun die Eigenschaften der Matrixelemente x 3, etwas ge-
nauer.

Interpretation der Matrixelemente

Wir betrachten als erstes die Diagonalelemente x g3 multipliziert mit der Ladung
q und erhalten

qras = q/wg(:n, y, z, t)xg(z,y, z,t)dV = ¢ <$>w5(z,y,z,t) . (15.31)

2Intra-atomar bedeutet innerhalb des Atoms.
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D.h. der Ausdruck qzgg entspricht dem Erwartungswert der x-Komponente des
elektrischen Dipolmoments des Teilchens (Elektrons) im Zustand v3(z,y, 2, t).
3o werden die Matrixelemente des elektrischen Dipoliibergangs o — 3 ge-
nannt. Zum Beispiel verschwindet dieser Erwartungswert fiir die stationiren
Zustdnde des Wasserstoffatoms, was bedeutet, dass das Wasserstoffatom kein
permanentes Dipolmoment besitzt.

Wir kommen zu den nichtdiagonalen Elemente und betrachten dazu den
Zustand

v(x,y,z,t) = 1/\@@%(% y,z,t) + 1/\/51[)5(1‘,3;, z,t) (15.32)

Der Erwartungswert (qz) W(@y,.8) fiir das elektrische Dipolmoment betragt fiir
diesen Zustand

(@) gtap = [ V(@95 00y, 2, )V
— 50 [ ey 2 teva(e.p. 5 00V
+ %q (/ V5(w,y, 2, ) 2a(r, Y, 2,1)dV
+ [Vate s stz av )

1
+2q/¢2§(a:,y,z,t)atwg(:c,y,z,t)dv. (15.33)

Das erste und das letzte Integral verschwinden sowohl fiir das Wasserstoffatom
als auch fiir den quantenmechanischen harmonischen Oszillator. Das Integral
in der Mitte ist reell, denn es stellt den Realteil von

q / G5y, 2 ) 2a(z, 9, 2, 1)V (15.34)

dar. Es ergibt sich somit mit wg, = (Eg — Eo)/h und 25, = |74]e?

1 % — L *
<q$>¢(z,y,z,t) =3a|€ (Ep E“)t/r/uﬁ(x,y,z)a:ua(:c,y, 2)dV

=TBa

+€i(E5Ea)t/h/uZ(x,y,Z>$Uﬁ(xaya z)dV

-~
*

:xﬁa

(eungEa)t/m n efu(ngEa)t/ma))

= Jdl7sal
- 2q Ba
= q|za| cos(wpat +9). (15.35)

D.h. bei gleichen Entwicklungskoeffizienten ¢, = cg = 1/v/2 ist g|7,| die Am-
plitude der Schwingung des Erwartungswerts des elektrischen Dipolmoments.
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Beim Wasserstoffatom werden die nichtdiagonalen Matrixelemente also von
der Grossenordnung des Bohrschen Radius ag sein, sofern sie nicht verschwinden
(was aus Symmetriegriinden vorkommen kann).

An dieser Stelle sei noch folgende Bemerkung gemacht: Eine notwendige,
aber nicht hinreichende Bedingung, dass g, nicht verschwindet und somit der
Ubergang o — 3 erlaubt ist, ist, dass uq(z,y, z) und ug(x,y, z) verschiedene
Paritit® haben miissen, denn wenn uq(z,y, z) und ug(x,y, 2) gleiche Paritat
haben, ist ug(z,y, 2)*xuq(x,y, 2) eine ungerade Funktion und zg, verschwin-
det. Zum Beispiel haben die Wellenfunktionen 3¢ o(r, 9, ¢) und 32.0(r, 9, ¢)
des Wasserstoffatoms beide gerade Paritit*. Folglich verschwindet das entspre-
chende Matrixelement (3 0)(3,0,0) und der Ubergang (3,2,0) — (3,0,0) ist
verboten.

Zeitabhingigkeit der Besetzungswahrscheinlichkeit des Zwei-Niveau
Systems

Unser Ziel ist es nun ausgehend von (15.30) die Wahrscheinlichkeit |cs(t)|?,
das Teilchen (Elektron) zur Zeit ¢ im Zustand ¥g(x,y, 2, t) anzutreffen, zu be-
rechnen. Mit wgq = (Eg — Ey)/h kénnen wir (15.30) in der folgenden Form
schreiben

Ocs(t) | Eod®ga iyt
ot ih
~ Eogapa ciwpat et e
ih 2

. E(]qffﬁa i(wga+w)t i(wga—w)t
_ W(e te ) (15.36)

cos(wt)

iwt

Integration iiber die Zeit liefert

" Oca(t')
cp(t) = /0 ot dt’

__Eogrsa /t (ez‘(wﬁaw)t n ei(wga—w)t) dt’
0

2ih
E, i(wgatw)t _ i(wga—w)t _ 1
_ O;I;ﬂa (e S . (15.37)
Wea + W Wea — W

Wir treffen nun die Annahme, dass die Frequenz w der eingestrahlten Welle
(Strahlungsfeld) sehr nahe bei wg, liegt und unterscheiden die beiden Fille
Absorption und (stimulierte) Emission (vgl. Abb. 15.2):

a) Absorption

Im Fall der Absorption der einfallenden Strahlung liegt der Energiewert
des Ausgangszustands 1, (z,y, z,t) unter demjenigen des Endzustands

3Zwei Funktionen besitzen unterschiedliche Paritit, wenn sie unterschiedliches Transforma-
tionsverhalten bzgl. ¥ — —7 zeigen. Falls () = ¢ (—7) hat ¢(¥) gerade Paritdt und falls
P(7) = —1(—7) hat 1 (7) ungerade Paritét.

“Die Parititstransformation 7 — —7 lautet in Kugelkoordinaten (r,9,¢) — (r,m — 9, + 19).
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(b)
E
EpWs E. V.
BV _ Abb. 15.2: Energiediagramm fiir (a)
- il die Absorption und (b) die stimu-
lierte Emission eines Zwei-Niveau-
Absorption Emission System mit den Zustinden v, (x,t)

und ¥g(x,t).

(Eg — Ey)/h > 0 und damit

Yp(x,y, 2,t), d.h. es gilt wgq
lwga +w| > |wga — w| = |Aw. (15.38)

Folglich kénnen wir den ersten Summanden in (15.37) vernachléssigen
und wir erhalten

1Awt
cs(t) ~ Eogzﬁa € — ! (15.39)
Fiir die Wahrscheinlichkeit |c5(t)|? ergibt sich somit
ep(t)? ~ EOL T80l | €2~ 1)
4h? Aw
B qu2‘$6a|2 ez‘Awt -1 efiAwt -1
B 4h? < Aw Aw >
qu2‘$ﬁa‘2 9 _ eiAwt _ efiAwt
T Aw?
_ E3¢P|zgal® 2 — 2cos(Awt)
N 4h? Aw?
B E8q2|x5a|2 SiDQ(Awt/Q) (15.40)
h? Aw? ‘

b) (Stimulierte) Emission

Im Fall der (stimulierten) Emission liegt der Energiewert des Ausgangszu-
stands ¢ (2, y, 2, t) iber demjenigen des Endzustands ¢3(z, y, 2,t), d.h. es
(Eg — Ey)/h < 0 und damit

gilt wgq

lwga — w| > |wga + w| = |Aw|. (15.41)

Folglich kénnen wir den zweiten Summand in (15.37) vernachlissigen und
wir erhalten

iAwt 1
Aw

_ Eoqrg, e
2h

cs(t) ~ (15.42)
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was mit dem Ausdruck (15.39) fiir die Absorpiton iibereinstimmt. Fiir die
Wahrscheinlichkeit |cs(t)|? ergibt sich somit analog zu (15.40)

s ()] ~ E2q?|zp0|* sin?(Awt/2)
g h? Aw?2

(15.43)

Es resultieren somit fiir die Absorption und die (stimulierte) Emission die-
selbe Formel fiir die Wahrscheinlichkeit |c5(t)|?, d.h. Absorption und stimulierte
Emission sind gleich wahrscheinlich.

Wir diskutieren nun diesen Ausdruck fiir |c5(t)|* indem wir die Funktion
g(Aw,t) = sin?(Awt/2)/Aw? als Funktion von Aw fiir festes ¢ betrachten (sie-
he Abb. 15.3). Da wir monochromatische Strahlung betrachten, miissen wir
annehmen, dass die Storung schon vor unendlich langer Zeit begann, denn ei-
ne Kosinusschwingung endlicher Zeitdauer héitte ein Spektrum endlicher Brei-
te. Wenn wir nun also die Dauer der Stérung gegen unendlich streben lassen,
miissen wir gleichzeitig die Stéramplitude gegen null streben lassen, damit die
unseren Berechnungen zugrunde liegenden Annahmen nicht verletzt werden.
Dadurch wird g(Aw, t) zusammengeschoben und ist nur noch bei Aw = 0 von
null verschieden. Die Wahrscheinlichkeit |cg(#)|? ist also nur dann von null ver-

‘ 2

schieden, wenn |wgq| = w, d.h. wenn
hw = |Eg — Eq|. (15.44)

Dies Bedingung wird Bohrsche Frequenzbedingung oder einfach Resonanzbedin-
gung genannt.

15.2.2 Lo6sung fiir schwache, nicht-monochromatische Strahlung

Bisher haben wir angenommen, dass das Strahlungsfeld durch eine monochro-
matische elektromagnetische Welle beschrieben wird. Wir betrachten nun in
diesem Abschnitt den Fall, in dem das Strahlungsfeld durch eine elektromagne-
tische Welle mit kontinuierlichem Spektrum beschrieben wird. Nach Gl. (15.40)
ist der Beitrag d|cg(t)|? des Frequenzbereichs zwischen w und w+ dw zu |cg(t)[?
gegeben durch

Eo(w)2¢?|zpa|? sin?(Awt/2) o

h? Aw? ’
wobei die Amplitude FEy(w) neu von der Kreisfrequenz w abhiingt. Die Ge-
samtwahrscheinlichkeit |c(t)|? ergibt sich durch Integration iiber w. Dazu darf

dles(t)|* ~ (15.45)

g(Aw,b)

Abb. 15.3: Die Funktion g(Aw,t) als
61 -Ar -2n 0 orn  an 6. ¢ Funktion von Aw bei festem ¢.
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nach den Ausfithrungen am Ende des Abschnitts 15.2.1 das Amplitudenquadrat
E2(w) durch den festen Wert EZ(wg,) ersetzt werden, wenn man annimmt, dass
die nichtmonochromatische Stérung ldngere Zeit dauert. Es ergibt sich damit

a0 = [ dies(o)?

E 2.2 2 00 (12
- 0(wsa)”q”|Tsal / sin”(Awt/2) dAw
h2 o Aw?
=mt/2
Eo(wse)2q2 |2 502
_ "Bopa) ¢ lesal” (15.46)

2h2

Die Wahrscheinlichkeit |c5(¢)|? das Teilchen (Elektron) im Zustand ¢g(z,y, z,t)
anzutreffen ist also folglich proportional zur Zeit t und wir erhalten fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeit W,_,z pro Zeiteinheit

les(t)]*  mEo(wga)?q*|2sal?
Waog = 5t = 5%2 fal | (15.47)

Es ist zu beachten, dass dieses einfache Resultat aufgrund der sehr vereinfachten
Annahmen, die unserem Modell zugrunde liegen, zustande gekommen ist. In
der Realitét beobachtet man mit der Zeit oszillierende Wahrscheinlichkeiten
|ca(t)[? o< cos?(I't) und |cg(t)|? o sin?(T't), d.h. es tritt abwechselnd stimulierte
Emission und Absorption auf und die Besetzung der beiden Zustdnde o und 3
wechselt hin und her. I' bezeichnet dabei die Frequenz dieser Oszillation.

15.3 Awuswahlregeln

Wie wir in Abschnitt 15.2.1 gesehen haben, ist der Ubergang (elektrischer Di-
poliibergang) zwischen zwei Energieniveaus unter Emission oder Absorption
eines Photons méglich, wenn das entsprechende Matrixelement nicht verschwin-
det, ansonsten ist er verboten. Eine allgemeine notwendige Bedinung fiir das
Nichtverschwinden eines Matrixelements haben wir bereits in diesem Zusam-
menhang kennengelernt: Anfangs- und Endzustand miissen unterschiedliche Pa-
ritét haben.

In diesem Abschnitt betrachten wir nun die Matrixelement noch etwas ge-
nauer, in dem wir fiir den quantenmechanischen harmonischen Oszillator und
das Wasserstoffatom die Auswahlregeln herleiten, d.h. die Bedingungen fiir das
Nichtverschwinden der Matrixelemente.

15.3.1 Auswahlregeln fiir den quantenmechanischen harmoni-
schen Oszillator

Nach Abschnitt 10.2.4 ist der quantenmechanische harmonische Oszillator durch
die Eigenfunktionen ¢, (x,t) und die Energieeigenwerte F,, charakterisiert, die
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gegeben sind durch

(1) = up () Ent/h (15.48)
B, = hw (n + ;) , (15.49)

wobei
un(z) = (2"nly/Tzge” @/ 2 (1) 20). (15.50)

Aus Gl. (15.49) ist ersichtlich, dass der Abstand benachbarter Energieniveaus
unabhéngig von der Quantenzahl n ist und fAw betrigt. Ebenfalls ist ersichtlich,
dass die Eigenfunktionen gerade Paritéit haben, wenn n gerade ist und ungerade
Paritéit, wenn n ungerade ist. Nach der bisher notwendigen , Paritdtsregel* fiir
das Nichtverschwinden eines Matrixelements wéren also folglich die Frequenzen
w, 3w, bw, ... fiir die emittierte bzw. absorbierte Strahlung zugelassen. Jedoch
sollte sich bei sehr hohen Quantenzahlen n der quantenmechanische harmoni-
sche Oszillator wie ein klassischer harmonischer Oszillator verhalten und von
diesem weiss man, dass er nur Strahlung der Frequenz w emittieren bzw. absor-
bieren kann. Aus diesem Grund ist zu vermuten, dass nur die Matrixelemente
benachbarter Zustéinde nicht verschwinden. Die entsprechende Auswahlregel
wére dann An = =£1.

Wir iiberpriifen diese Vermutung, in dem wir das Matrixelement x,,,,, fiir
zwei beliebige Zusténde wuy,, () und wu,,(x) berechnen. Es gilt

Trgng :/ U, ()2, (x)d. (15.51)

—00

Einsetzen von (15.50) ergibt

o
Tnon, = (2”2+”1n2!n1!7rx0)_1/2/ e_(x/xO)Qan(a:/xg)a:Hm (x/x0)dx.
—o0

(15.52)
Mit der Substitution y = x/xg erhalten wir
> 2
Tnon, = (2"2+”1n2!n1!7r)_1/2x0/ e V" Hy,(y)yHy, (y)dy. (15.53)
—0o
Nach der Rekursionsformel (10.49) gilt
1
yHy, (y) = annlfl(y) + §Hn1+1(y)' (15'54)
Einsetzen in (15.53) ergibt
o0
Tngny = (2"2+”1n2!n1!7r)_1/2:1:0 <n1/ e_yQHn2 (y)Hp,-1(y)dy
—0o0

+ ;/OO E_yanz(y)Herl(y)dy) - (15.55)

—00
Mit Hilfe der Orthogonalitétsrelation (10.46) wird klar, dass das Matrixelement

Znyn, Ur dann nicht verschwindet, wenn ng = n; —1 oder ng = n;+1 ist. Damit
gilt:
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Die Auswahlregel fiir elektrische Dipoliibergéinge zwischen den Energieniveaus
beim quantenmechanischen harmonischen Oszillator lautet

An = £1. (15.56)

Wir berechnen nun das Matrixelement x,,,,, fiir den Uberga,ng ny=n+1—
ny = n. Einsetzen in (15.55) liefert

o0

tnmit = (22 nl(n + 1)lm) 2 (<n w1 [ e ) )y

—0o0

1 [ _e
w2 e Hn<y>Hn+g<y>dy) - (1557)

—o0
Mit Hilfe der Orthogonalitétsrelation (10.46) lisst sich dieser Ausdruck berech-
nen. Insbesondere verschwindet der zweite Summand und wir erhalten

n—+1

Tnni1 = 220l (n + Dn) ™Y 200(n + 1)v/72"n! = x0 5

wobei g = \/h/(wm). Fiir den inversen Ubergang n; = n — ny = n + 1
ergibt sich der gleiche Ausdruck. Demzufolge zeigt das Matrixelement zy, 1
des quantenmechanischen harmonischen Oszillators bzgl. der Quantenzahl n
eine Wurzelabhingigkeit.

15.3.2 Auswahlregeln fiir Dipoliiberginge im Wasserstoffatom

In den bisherigen Betrachtungen wurde angenommen, dass das elektrische Feld
langs der x-Achse oszilliert. Im Beispiel des eindimensionalen quantenmecha-
nischen harmonischen Oszillators haben wir deshalb die Oszillationsachse der
Masse m mit der x-Achse gleichgesetzt und das entsprechende Matrixelement
Zgq bestimmt. Beim Wasserstoffatom handelt es sich nun um ein dreidimen-
sionales System. Die Richtung des elektrischen Feldes wéhlen wir nicht mehr
entlang der x-Achse, sondern wir unterscheiden allgemein die beiden Félle li-
near polarisierte und zikular polarisierte Strahlung. Im weiteren ist neu die
Ostzillation des Ladungsschwerpunkts langs der x-, y- und z-Achse zu betrach-
ten. Entsprechend ist das zu betrachtende Matrixelement ein Vektor, dessen
Komponenten gegeben sind durch

Zga :/ / / (2,9, 2)Tua(z, y, 2)dV, (15.58)
Yo — / / / (2,9, 2)yua(z, y, 2)dV., (15.59)
/ / / (x,y, 2)zuq(z,y, 2)dV. (15.60)

Wir vernachldssigen hier einfachheitshalber den Spin des Elektrons und kénnen
daher den Anfangszustand uq(x,y, z) des Wasserstoffatom durch die drei Quan-
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tenzahlen n, [ und m; und den Endzustand ug(x,y, z) durch die drei Quanten-
zahlen n/, I’ und mj charaktersieren. Entsprechend diesen drei Freiheitsgraden
werden die Auswahlregeln aus drei Bedingungen bestehen.

Wir verwenden nun die Eigenfunktionen wy, ., (r, 9, ), welche nach Gl.
(11.89) gegeben sind durch

Un,l,m,; (7", 197 (P) = Rn,l(r)@l,ml (79>(I)mz (90) (1561)

und berechnen entsprechend die Matrixelemente xg,, ygo und zg, in Kugel-
koordinaten. Mit den Transformationsregeln x = rsin cos p, y = rsindsin ¢
und z = 7 cos ¥ und dem Volumenelement dV = r2dr sin 9dddp erhalten wir

T Ba :/0 Rn/,l/(T)Rn,z(T)T?’dr/o O ! (9)O1m, (9) sin® I
2m
©7r () P, (10) cos pdp, (15.62)

s
Q
Il
0\80\
=

(OBt (17 [ 60901 (9)sin v
0

27
/0 O/ () Py () sinpdyp, (15.63)

20 = /O R 0 (r) Rt (7)1 [ 4y (9)O 1, (9) cos 9 sin )

2
[ e@ntore, (15.64)

Wie bereits erwahnt unterscheiden wir nun die beiden Félle linear und zirkular
polarisierte Strahlung.

Linar polarisierte Strahlung

Beim freien® Wasserstoffatom ist eine einzige Achse ausgezeichnet, die z-Achse.
Sie ist durch das Experiment bestimmt, das man an den Atomen durchfiihrt.
Im Fall linear polarisierter Strahlung oszilliert das elektrische Feld entlang ei-
ner festen Achse und aufgrund den Voraussetzungen, die unserer Niherung
zugrunde liegen, kénnen wir es im Volumen, in dem sich das Elektron mit gros-
ser Wahrscheinlichkeit aufhélt, als homogen betrachtet werden. Demzufolge ist
bzgl. des elektrischen Feldes nur dessen Schwingunsachse ausgezeichnet. Aus
diesem Grund ist die z-Achse parallel zum elektrischen Feld zu wéhlen. Folglich
oszilliert der Ladungsschwerpunkt entlang der z-Achse, d.h. es ist nur die Kom-
ponente zg, des Matrixelements zu betrachten. Damit zg, nicht verschwindet,
miissen alle drei Faktoren in (15.64) ungleich null sein. Wir betrachten diese
nun einzeln:

a) Der erste Faktor (Radial-Abhingigkeit)

Der erste Faktor enthélt keine Auswahlregel.

SUnter einem freien Atom verstehen wir ein Atom, das nicht in ein Molekiil oder in einen
Kristall eingebaut ist.
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b) Der dritte Faktor (Azimutwinkel-Abhdngigkeit)
Nach (11.22) ist die Funktion ®,,,(¢) gegeben durch

1 .
) = 76“7”@‘ 15.65
Somit ergibt sich fiir den dritten Faktor
27 1 o ,
[ oo = o= [ omismea,
0 ! 27 Jo
0 /
O e (15.66)
17 m; =my.

Demzufolge erhalten wir folgende notwendige Bedinung fiir einen elektri-
schen Dipoliibergang bei linear polarisierter Strahlung

Amy = 0. (15.67)

¢) Der zweite Faktor fir mj; = m; (Polarwinkel-Abhingigkeit)
Nach (11.36) ist die Funktion ©,,,(9) gegeben durch

241 (1= |m)\'"? .
O, (V) = 5 <El+;m5:§!) P/™(cos ), (15.68)

ENl,ml

wobei wir den Vorfaktor mit NV ,,, bezeichnen. Somit ergibt sich fiir den
zweiten Faktor

/ Oy (9) O, () cos ¥ sin Jdd)
0
= N 1y Ni.m, / P (cos 9) P (cos ) cos ¥ sin Idv)
0
1
:Nl’,mlNl,ml/ P (z)zP™ (x)dz, (15.69)
-1

wobei wir im letzten Schritt die Substitution £ = cos? vorgenommen
haben. Wir verwenden nun eine fiir die zugeordenten Legendre-Polynome
lel(x) geltende Rekursionsformel, welche gegeben ist durch

L+my I+1—=my
= THPZ_Q(@“) - WPHS(SU)- (15.70)

Einsetzen in (15.69) ergibt

e (z)

/ O g (0)O1,m, () cos ¥ sin Idv)
0

I+ my 1
= Ny, Nim, <21+1 /_1 P;,nl (x)Plell(a:)dx

l—i—l—ml 1
- P (x) P . 15.71
o /_1 () Hl(x)dx) (15.71)
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Mit Hilfe der Orthogonalititsbedingung (11.35) fiir die zugeordneten Le-
gendre-Polynome wird klar, dass dieser Ausdruck nur dann nicht ver-
schwindet, wenn I’ =1 — 1 oder I’ = [ + 1. Demzufolge erhalten wir fol-
gende weitere notwendige Bedinung fiir einen elektrischen Dipoliibergang
bei linear polarisierter Strahlung

Al = £1. (15.72)

Wir fassen zusammen:

Bei linear polarisierter einfallender Strahlung lauten die Auswahlregeln fiir
einen elektrischen Dipoliibergang beim Wasserstoffatom

Amy = 0, (15.73)
Al = =1, (15.74)
An beliebig. (15.75)

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass die Auswahlregeln Am; = 0 und Al =
+1 fiir jedes kugelsymmetrische Potential gelten, da sie aus den Funktionen
@y, () und Oy, (V) folgen.

Zirkular polarisierte Strahlung

Betrachtet man eine Momentaufnahme der elektrischen Feldvektoren E fiir zir-
kular polarisierte Wellen, so liegen diese auf einer Schraubenlinie (Helix). Bei
einer rechtszirkularen Welle liegen die Spitzen der Vektoren auf einer Rechts-
schraube und bei einer linkszirkularen Welle auf einer Linksschraube. Die aus-
gezeichnete Achse bei zirkularer Strahlung ist demzufolge parallel zur Ausbrei-
tungsrichtung. Aus diesem Grund ist die z-Achse parallel zur Ausbreitungsrich-
tung zu wahlen. Die Vektoren E sind parallel zur xy-Ebene. In einer gegebenen
Ebene z = konstant wird dann ein rotierender Vektor E von konstantem Be-
trag Ey festgestellt. Blickt man der Welle entgegen, dann dreht sich E bei der
rechtszirkularen Welle im Uhrzeigersinn und bei der linkszirkularen Welle im
Gegenuhrzeigersinn (vgl. Abb. 15.4).

Wir betrachten nun das Wasserstoffatom bei z = 0 und setzten fiir die
harmonisch oszillierenden Komponenten Ey und Ey des elektrischen Feldes E
flir eine links- bzw. rechtszirkulare Welle, welche sich entlang der positiven z-
Achse bewegt

EY = Eqcos(wt), E}(,D = Fysin(wt) bzw. (15.76)
E{ = Eycos(wt), E = —Egsin(wt). (15.77)

X
Aus Symmetriegriinden muss die Drehung von E das Atom in einen nichtsta-
tionédren Zustand bringen, bei dem der Erwartungswert des elektrischen Dipol-
moments in der xy-Ebene liegt und bei konstantem Betrag rotiert. Wir nehmen
nun an, dass die Bohrsche Frequenzbedingung (15.44) erfiillt sei. Dann gilt
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nach (15.35) bei gleichen Koeffizienten in der Linearkombination von Anfangs-
und Endzustand fiir die linkszirkulare Welle

(gz) = qlzgal cos(wpat + 9), (15.78)
(qy) = qlypalsin(wsat + ) = qlygal cos(wpat + 6 — 7/2). (15.79)

Der Phasenwinkel § soll dabei andeuten, dass die Drehung des Erwartungswerts
des Dipolmoments nicht notwendigerweise in Phase ist mit der Drehung von E.
Aus Symmetriegriinden miissen die Amplituden von {(gz) und (qy) gleich sein
und (gz) und (qy) sich als Realteil der selben komplexen Zahl darstellen lassen

(gx) ist der Realteil von qmgaei(”ﬂaH‘s), (15.80)
(qy) ist der Realteil von qygqe’@salt®)e=im/2 (15.81)

und demzufolge ergibt sich fiir die linkszirkulare Welle die Bedingung zg, =
—1Yygo- Fiir die rechtszirkulare Welle erhélt man analog die Bedinung xg, =
1Ygq- Eine notwendige Bedingung, dass nun zg, und yg, nicht verschwinden,
ergibt sich aus (15.62) und (15.63). Die Integrale tiber  und ¥ stimmen {iberein
und wir kénnen schreiben

27
TBo = C/o @*m;(go)éml(cp) cos pdp, (15.82)
27
Ypa = C /0 ©7/ (0) Py () sin pdep (15.83)
mit
C = / Ry (1) Ry (r)rdr / Ot (9)Opm, (V) sin2 0. (15.84)
0 0
(@) . () ,

E E
/ \ < / \ < Abb. 15.4: Querschnitt einer (a)
rechtzirkular und (b) linkszirkular
polarisierten Welle fiir eine Wel-
le mit Ausbreitungsrichtung entlang

der positiven z—Aghse: Der elektri-
rechtszirkular linkszirkular sche Feldvektor E dreht sich im
Uhrzeiger- bzw. Gegenuhrzeigersinn.
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Einsetzen von (15.65) ergibt

C 2 i(—m!4+m 67:4’0 + 6_7;90
= — — Yy l)ﬁpid
oo =on ), € 2
C 27r ; / . /7
_ (ez(—ml+ml+1)<p + ez(—mﬁ-mg—l)ap) ng, (1585)
47 0
Cc [ i(—m! e — el
_C (—mjmi) p
I 2 7
C 271— ; ’ - i
= (el(—ml+mz+1)s@ _ el(—ml-i-mz—l)@) de. (15.86)
47 0

Demzufolge existieren nur zwei Félle, fiir die x5, und yg, nicht verschwinden

—mp+m+1=0= Am; = +1, (15.87)
—my+m—1=0= Am; = —1. (15.88)

Am; = +1 entspricht g, = iyga, d.h. einer rechtszirkularen Welle, die sich
langs der z-Achse fortpflanzt und Am; = —1 entspricht xg, = —iyg,, d.h. einer
linkszirkularen Welle, die sich ldngs der z-Achse fortpflanzt.

Analog zum linear polarisierten Fall ergeben sich die weiteren Auswahlregeln
zu Al = +1 und An beliebig.

Wir fassen zusammen:

Bei zirkular polarisierter einfallender Strahlung lauten die Auswahlregeln fiir
einen elektrischen Dipoliibergang beim Wasserstoffatom

Amy = +1, (15.89)
Al = +1, (15.90)
An beliebig. (15.91)
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